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1 前前前言言言

乇乂乄乔丨乇乲乡乤乩乥乮乴 乂乯乯乳乴乥乤 乄乥乣乩乳乩乯乮 乔乲乥乥丩是老牌的乥乮乳乥乭乢乬乥模型丬在丱丰年

前那个属于乥乮乳乥乭乢乬乥的年代丬 它既在学术界掀起了研究热点丬 也在工业界丬

甚至比赛界为丩丬 都有广泛的应用丮

本系列分上下两篇丬 第一篇着重乇乂乄乔的理论丬 第二篇分析它的著名实

现乸乧乢乯乯乳乴丬 来分析一下它高效的背后暗藏什么玄机丮

本文的读者应具有一定的机器学习基础丬 尤其是决策树丮

2 符符符号号号定定定义义义

在介绍乇乂乄乔之前丬 首先规范一下符号丬 这些符号在全文中都适用丮

f 丬 决策树丮 从数学上讲丬 决策树是一个分段函数丬 所以它的参数描述了

分段方法丮 我们用{Rj}J1和{bj}J1表示决策树的参数丬 前者是分段空间丨决策树

划分出的乤乩乳乪乯乩乮乴 空间丩丬 后者是这些空间上f 输出的函数值丮 其中J是叶子

节点的数量丮

f丨x主 {Rj, bj}J1 丩 丽
J∑
j=1

bj1丨x ∈ Rj丩 丨丱丩

丱



下文经常用f丨x丩来省略表示f丨x主 {Rj, bj}J1 丩丮

在乂乯乯乳乴乩乮乧框架中丬 f理论上可以是很多乷乥乡乫 乬乥乡乲乮乥乲丨除了线性函数丬 聪

明的读者想想是为什么丩丬 在乇乲乡乤乩乥乮乴 乂乯乯乳乴乩乮乧框架里丬 常用且被证明有效的

除了决策树乛乆乲乩乥乤乭乡乮 丱丹丹丹乡九外丬 还有逻辑回归乛乆乲乩乥乤乭乡乮 串丰丰丰九丮 乸乧乢乯乯乳乴中

的乧乢乴乲乥乥丬 乧乢乬乩乮乥乡乲就对应了这两种实现丮 本文将讨论范围限定在决策树上丬

不关注其它乷乥乡乫 乬乥乡乲乮乥乲丮

F 丬 决策树乥乮乳乥乭乢乬乥丮 定义为为

F 丽
K∑
i=0

fi 丨串丩

f0是模型初始值丬 通常是按照一定原则计算出的常数丮 同时定义Fk 丽∑k
i=0 fi丮

D 丽 {丨xi, yi丩}N1 丬 训练样本丮

L丬 目标函数丮 定义为为

L 丽 L丨{yi, F 丨xi丩}N1 丩 丽
N∑
i=1

L丨yi, F 丨xi丩丩︸ ︷︷ ︸
Training loss

丫
K∑
k=1

上丨fk丩︸ ︷︷ ︸
Regularization

丨丳丩

第一项L是针对样本的乌乯乳乳丮 L可以有多种选择为 绝对值误差丬 平方误差丬

乬乯乧乩乳乴乩乣 乬乯乳乳等丮

第二项上是正则化函数丬 它惩罚fk的复杂度丬 树结构越复杂它的值越

大丮 乛乆乲乩乥乤乭乡乮 丱丹丹丹乡九中丬 并没有用上来做正则化丬 也就是说上 丽 丰丮 乛乊乯乨乮乳乯乮

串丰丱临九和乛乃乨乥乮 串丰丱丶九选择了简单高效的上丬 两者大同小异丬 下文会介绍后者丮

事实证明丬 上对提升效果非常重要丮

3 算算算法法法推推推导导导

首先给出原始的乇乂乄乔算法框架丮

串



输输输入入入为 {丨xi, yi丩}N1 丬 K丬 L丬 · · ·

丱丮 初始化f0

for k 丽 丱 to K do

串丮丱丮 乾yi 丽 −∂L(yi,Fk−1(xi))

∂Fk−1
丬 i 丽 丱, 串, · · · , N

串丮串丮 {Rj, bj}J1
∗
丽 乡乲乧乭乩乮{Rj ,bj}J1

∑N
i=1

[
乾yi − fk丨xi主 {Rj, bj}J1 丩

]2
串丮丳丮 ρ∗ 丽 乡乲乧乭乩乮ρ L丨{yi, Fk−1丨xi丩 丫 ρfk丨xi丩}N1 丩

丽 乡乲乧乭乩乮ρ
∑N

i=1 L丨yi, Fk−1丨xi丩 丫 ρfk丨xi丩丩 丫 上丨fk丩

串丮临丮 令fk 丽 ρ∗fk丬 Fk 丽 Fk−1 丫 fk

end

输输输出出出为 FK
Algorithm 1: 乇乂乄乔算法

乍一看算法丱丬 熟悉的朋友可能一眼就发现了它和梯度下降十分相似丮

没错丬 乇乲乡乤乩乥乮乴 乂乯乯乳乴乩乮乧就是在函数空间的梯度下降丮我们不断减去∂f(x)
∂x

丬可

以得到乭乩乮x f丨x丩主 同理不断减去
∂L
∂F

丬 就能得到乭乩乮F L丨F 丩丮

下面一一解读上面的几个重要步骤丮

丱丬 初始化f0丬 常见方法有为

乡丩随机初始化主

乢丩用训练样本中的充分统计量初始化乛乆乲乩乥乤乭乡乮 丱丹丹丹乡九主

乣丩用其它模型的预测值初始化乛乍乯乨乡乮 串丰丱丱九丮

乇乂乄乔很健壮丬 对初始值并不敏感丬 但是更好的初始值能够获得更快的

收敛速度和质量丮

串丮丱丬 乾yi被称作响应丨乲乥乳买乯乮乳乥丩丬它是一个和残差丨乲乥乳乩乤乵乡乬丩为 yi−Fk−1丨xi丩正

相关的变量丬 下文会看到这一点丮

串丮串丬 公式背后表达的是丬 使用平方误差训练一颗决策树fk丬 拟合数

据{丨xi, 乾yi丩}N1 丮

丳



串丮丳丬 进行乬乩乮乥 乳乥乡乲乣乨丮 在串丮串中的f是在平方误差下学到的丬 这一步进行一

次乬乩乮乥 乳乥乡乲乣乨丬 让f乘以步长ρ后最小化L丮

实践中丬 当这个最小化问题有解析解时丬 直接用解析解带入算法主

否则将L丨{yi, Fk−1丨xi丩 丫 ρfk丨xi丩}N1 丩在ρ处用泰勒公式展开到二阶丨这里不

是乸乧乢乯乯乳乴最早提出的丬 就在乛乆乲乩乥乤乭乡乮 丱丹丹丹乡九中丩丬 然后通过一个乎乥乷乴乯乮

乓乴乥买丬 得到泰勒近似后的解析解丮

观察串丮丳步骤中丬 ρ是乘到了fk丨xi丩上丬 即等价于把每个叶子节点的

值{bj}J1放大ρ倍丮 不妨将串丮串和串丮丳两个过程合并丬 直接找出fk丨xi丩能够最

小化串丮丳 中的问题丮 这时丬 就需要将L丨{yi, Fk−1丨xi丩 丫 fk丨xi丩}N1 丩在fk处进行泰

勒展开了丮 详细的推导放在下面的章节丮

串丮临丬 将训练出来的fk叠加到F 丮

总体来说丬 乇乂乄乔就是一个不断拟合响应丨残差丩并叠加到F上的过程丮

在这个过程中丬 残差不断变小丬 乌乯乳乳不断接近最小值丮

4 树树树生生生成成成算算算法法法

上文提出了丬 算法丱的串丮串和串丮丳可以合并丮

同时丬 给出乸乧乢乯乯乳乴中使用的正则化函数为

上丨fk丩 丽
γ

串
J 丫

λ

串

J∑
j=1

b2j 丨临丩

临



记住我们的目标是求fk丬 它最小化目标函数为

Lk 丽
N∑
i=1

L丨yi, Fk−1丨xi丩 丫 ρfk丨xi丩丩 丫 上丨fk丩

丽
N∑
i=1

L丨yi, Fk−1 丫 ρfk丩 丫 上丨fk丩

≈
N∑
i=1

L丨yi, Fk−1丩 丫 ∂L丨yi, Fk−1丩

∂Fk−1︸ ︷︷ ︸
:=gi

fk 丫
丱

串

∂2L丨yi, Fk−1丩

∂F 2
k−1︸ ︷︷ ︸

:=hi

f 2
k

丫 上丨fk丩

丽
N∑
i=1

(
L丨yi, Fk−1丩 丫 gifk 丫

丱

串
hif

2
k

)
丫 上丨fk丩

丽
N∑
i=1

(
L丨yi, Fk−1丩 丫 gi

J∑
j=1

bj 丫
丱

串
hi

J∑
j=1

b2j

)
丫
γ

串
J 丫

λ

串

J∑
j=1

b2j

整理出和{Rj}J1 丬 {bj}J1有关的项为

Lk丨{bj}J1 , {Rj}J1 丩 丽
N∑
i=1

(
gi

J∑
j=1

bj 丫
丱

串
hi

J∑
j=1

b2j

)
丫
γ

串
J 丫

λ

串

J∑
j=1

b2j

丽
∑
xi∈Rj

(
gi

J∑
j=1

bj 丫
丱

串
hi

J∑
j=1

b2j

)
丫
γ

串
J 丫

λ

串

J∑
j=1

b2j

丽
J∑
j=1

∑
xi∈Rj

gibj 丫
∑
xi∈Rj

丱

串
hib

2
j

丫
γ

串
J 丫

λ

串

J∑
j=1

b2j

丽
J∑
j=1


∑
xi∈Rj

gi︸ ︷︷ ︸
:=Gj

bj 丫
丱

串


∑
xi∈Rj

hi︸ ︷︷ ︸
:=Hj

丫λ

 b2j

丫
γ

串
J

丽
J∑
j=1

(
Gjbj 丫

丱

串
丨Hj 丫 λ丩b2j

)
丫
γ

串
J 丨丵丩

现在问题来了为 我们如何同时求得{Rj}J1和{bj}J1 丮

为了方便阐述这个问题丬 把问题分为两个子问题为

丵



问题丱为 如果已经得到了{Rj}J1 丬 最小化Lk的{bj}J1是多少丿

问题串为 如果将当前节点Ri分裂丬 应该在哪一个分裂点使得Lk最小丿 这

一步我称之为树分裂算法丮

上面两个问题的答案归纳的描述出了树生成算法为 对根节点使用树分

裂算法丬 得到左子树RL和右子树RR的同时计算出bL和bR丮 对每个叶子节点

重复上面的分裂过程丬 直到满足一定条件后退出丮

4.1 问问问题题题1

对公式丵的bj求导丬 令结果为零丬 容易求得为

b∗j 丽 −
Gj

Hj 丫 λ
丨丶丩

j 丽 丱, 串, · · · , J 丮

此时最小的Lk是为

L∗k 丽 −
丱

串

J∑
j=1

G2
j

Hj 丫 λ
丫
γ

串
J 丨丷丩

4.2 问问问题题题2: 树树树分分分裂裂裂算算算法法法

求{Rj}J1与求{bj}J1的方法不同丬 前者它是对输入x所属空间的一种划分

方法丬 不连续丬 无法求导丮

精确得到划分{Rj}J1是一个乎乐问题丬 取而代之丬 大家都使用贪心法丮 即

分裂某节点时丬 只考虑对当前节点分裂后丬 哪个分裂方案能得到最小的Lk丮

像传统决策树一样丬 乃乁乒乔中的办法也是遍历x的每个维度的每个分裂

点丬 根据问题丱计算{bj}J1和最小的Lk丮 这个过程在乸乧乢乯乯乳乴中有所优化丬 第二

篇会详细介绍丮

那么现在把问题串形式化的定义出为 将当前节点Rj分裂成RL和RR丬 使得

分裂后整棵树的Lk最小丮

丶



再看看公式丷丬 整棵树的最小Lk等于每个叶子节点上丨最小丩乌乯乳乳的和丮 由

于整个分裂过程只涉及到丳个节点丬 其它任何节点的乌乯乳乳在过程中不变丬 这

个问题又等价于为

minRL,RR

G2
L

HL 丫 γ
丫

G2
R

HR 丫 γ
− 丨GL 丫GR丩

2

HL 丫HR 丫 γ
丨丸丩

公式丸有明确的物理含义丬 前两项分别加上新生成的叶子节点的最

小乌乯乳乳丬 第丳项是指减去被分裂的叶子节点的最小乌乯乳乳丮 它是将节点Rj分裂

成RL和RR后丬 整棵树最小Lk的降低量丬 这个量越大越好丮 有点拗口丬 慢慢体

会丮

如果公式丸的值小于丰丨意味Lk不能通过分裂降低丩丬 或者满足其它终止条

件丬 则不分裂Rj丮 否则丬 按照最小的Lk计划分裂丮

算法串正式的描述了树分裂算法丮

算法丳描述了使用算法串树分裂算法的改进乇乂乄乔算法丮

5 LSBoost和和和LogitBoost

本节挑两个最常用的乌乯乳乳丬 介绍基于这两种乌乯乳乳的乇乂乄乔算法为 乌乓中

乂乯乯乳乴丬 乌乯乧乩乴乂乯乯乳乴丮

L为平方误差时为

L 丽
丨y − F 丨x丩丩2

串
丨丹丩

对F求导得到响应丨此时响应丽残差丩为

乾yi 丽 −gi 丽 −
∂L丨yi, F 丨xi丩丩

∂F
丽 y − F 丨x丩 丨丱丰丩

二阶导是为

hi 丽 丱 丨丱丱丩

丷



输输输入入入为 Rj丬 落在Rj的训练样本{丨x(j)i , y
(j)
i 丩}N1 丬 · · · 丬 其中x

(j)
i ∈ Rm

乤乥乣乲 丽 丰

G 丽
∑N

i=1 gi丬 H 丽
∑N

i=1 hi

for k 丽 丱 to m do

GL 丽 丰丬 HL 丽 丰

for l in uniq(sorted({x(j)ik })) do

GL 丽 GL 丫 gl丬 HL 丽 HL 丫 hl

GR 丽 G−GL丬 HR 丽 H −HL

乤乥乣乲 丽 乭乡乸
(
乤乥乣乲,

G2
L

HL+γ
丫

G2
R

HR+γ
− (GL+GR)2

HL+HR+γ

)
end

end

if decr < 丰 or 满足终止条件 then

输输输出出出为 保持Rj不分裂

end

输输输出出出为 按照最大乤乥乣乲的方案将Rj分裂成RL和RR

Algorithm 2: 树分裂算法

输输输入入入为 {丨xi, yi丩}N1 丬 K丬 · · ·

丱丮 初始化f0

for k 丽 丱 to K do

串丮丱丮 根据公式丱丰或丱丳计算乾yi丬 i 丽 丱, 串, · · · , N

串丮串丮 由树生成算法得到{Rj}J1和{bj}J1 丬 gj和hj根据具体的L计算丮

串丮丳丮 令Fk 丽 Fk−1 丫 fk

end

Algorithm 3: 乇乂乄乔算法中改进

丸



另外一个是乌乯乧乩乳乴乩乣 乌乯乳乳丬 即乬乯乧乩乳乴乩乣 乲乥乧乲乥乳乳乩乯乮中使用的交叉熵乌乯乳乳丮 顾

名思义丬 使用这个乌乯乳乳的时候丬 只能用于分类问题丮

规定y ∈ {−丱, 丱}丬 则

L 丽 乬乯乧丨丱 丫 乥乸买丨−串yF 丨x丩丩丩 丨丱串丩

对F求导得到响应为

乾yi 丽 −gi 丽
串yi

丱 丫 乥乸买丨串yiF 丨xi丩丩丩
丨丱丳丩

二阶导是为

hi 丽
临 乥乸买丨串yiF 丨xi丩丩

丨丱 丫 乥乸买丨串yiF 丨xi丩丩丩2
丽 |gi|丨串− |gi|丩 丨丱临丩

将上面两种乌乯乳乳的L丬 乾y丬 gi丬 hi分别带入算法丱丬即得到乌乓乂乯乯乳乴和乌乯乧乩乴乂乯乯乳乴乛乆乲乩乥乤乭乡乮

丱丹丹丹乡九丮

输输输入入入为 {丨xi, yi丩}N1 丬 K丬 · · ·

丱丮 初始化f0

for k 丽 丱 to K do

串丮丱丮 根据公式丱丰或丱丳计算乾yi丬 i 丽 丱, 串, · · · , N

串丮串丮 由树生成算法得到{Rj}J1和{bj}J1 丬 gj和hj分别使用公式丱丰丱丱

或丱丳丱临计算丮

串丮丳丮 令Fk 丽 Fk−1 丫 fk

end

输输输出出出为 FK
Algorithm 4: 乌乓乂乯乯乳乴 並 乌乯乧乩乴乂乯乯乳乴

丹



6 正正正则则则化化化

乇乂乄乔有非常快降低乌乯乳乳的能力丬 这也会造成一个问题为 乌乯乳乳迅速下降丬

模型低乢乩乡乳丬 高乶乡乲乩乡乮乣乥丬 造成过拟合丮

下面一一介绍乇乂乄乔中抵抗过拟合的技巧丮

限制树的复杂度丮 上函数对树的节点数丬 和节点上预测值{bj}J1的平方和

均有惩罚丮 除此之外丬 我们通常在终止条件上还会增加一条为 树的深度丮

采样丮 即训练每个树的时候丬 只使用一部分的样本丮

列采样丮 即训练每个树的时候丬 只使用一部分的特征丮 这时乸乧乢乯乯乳乴的创

新丬 它将随机森林中的思想引入了乇乂乄乔丮

乓乨乲乩乮乫乡乧乥丮 进一步惩罚{bj}J1 丬 给它们乘一个小于丱的系数丮 也可以理解

为设置了一个较低的学习率丮

久乡乲乬乹 乳乴乯买丮 因为乇乂乄乔的可叠加性丬 我们使用的模型不一定是最终

的乥乮乳乥乭乢乬乥丬 而根据测试集的测试情况丬 选择使用前若干棵树丮

7 思思思考考考

请读者思考两个问题为

丱丮 算法丱和算法丳的两个方法是否等价丿

串丮 乛乆乲乩乥乤乭乡乮 丱丹丹丹乡九的推导和乸乧乢乯乯乳乴的推导是否等价丿

两个答案都是肯定的丬 有兴趣的读者可以自行证明丮

8 参参参考考考文文文献献献

乛乆乲乩乥乤乭乡乮 丱丹丹丹乡九 乊丮 乆乲乩乥乤乭乡乮丨丱丹丹丹丩丮 乇乲乥乥乤乹 乆乵乮乣乴乩乯乮 乁买买乲乯乸乩乭乡乴乩乯乮为

乁 乇乲乡乤乩乥乮乴 乂乯乯乳乴乩乮乧 乍乡乣乨乩乮乥丮

丱丰



乛乆乲乩乥乤乭乡乮 丱丹丹丹乢九 乊丮 乆乲乩乥乤乭乡乮丨丱丹丹丹丩丮 乓乴乯乣乨乡乳乴乩乣 乇乲乡乤乩乥乮乴 乂乯乯乳乴乩乮乧丮

乛乆乲乩乥乤乭乡乮 串丰丰丰九 乊丮 乆乲乩乥乤乭乡乮丬 乔丮 么乡乳乴乩乥丬 乒丮 乔乩乢乳乨乩乲乡乮乩丨串丰丰丰丩丮 乁乤乤乩乴乩乶乥

乌乯乧乩乳乴乩乣 乒乥乧乲乥乳乳乩乯乮为 乁 乓乴乡乴乩乳乴乩乣乡乬 乖乩乥乷 乯书 乂乯乯乳乴乩乮乧丮

乛乍乯乨乡乮 串丰丱丱九 乁丮 乍乯乨乡乮丬 乚丮 乃乨乥乮丬 之丮 乗乥乩乮乢乥乲乧乥乲丨串丰丱丱丩丮 乗乥乢中乓乥乡乲乣乨

乒乡乮乫乩乮乧 乷乩乴乨 义乮乩乴乩乡乬乩乺乥乤 乇乲乡乤乩乥乮乴 乂乯乯乳乴乥乤 乒乥乧乲乥乳乳乩乯乮 乔乲乥乥乳丮

乛乊乯乨乮乳乯乮 串丰丱临九 乒丮 乊乯乨乮乳乯乮丬 乔丮 乚乨乡乮乧丨串丰丱临丩丮 乌乥乡乲乮乩乮乧 乎乯乮乬乩乮乥乡乲 乆乵乮乣中

乴乩乯乮乳 乕乳乩乮乧 乒乥乧乵乬乡乲乩乺乥乤 乇乲乥乥乤乹 乆乯乲乥乳乴

乛乃乨乥乮 串丰丱丶九 乔丮 乃乨乥乮丬 乃丮 乇乵乥乳乴乲乩乮丨串丰丱丶丩丮 乘乇乂乯乯乳乴为 乁 乓乣乡乬乡乢乬乥 乔乲乥乥

乂乯乯乳乴乩乮乧 乓乹乳乴乥乭丮

丱丱


	前言
	符号定义
	算法推导
	树生成算法
	问题1
	问题2: 树分裂算法

	LSBoost和LogitBoost
	正则化
	思考
	参考文献

